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_ Journal de Crelle contient les travaux. On voudra bien permettre à 
l'auteur du présent mémoire d'introduire ici la géométrie à plusieurs 
dimensions suivant les exemples si heureux de M. Minkowski (1). Le 
fond même de la question des lois de réciprocité paraît avoir avec les 
_polygones fuchsiens de M. Poincaré, généralisés aux espaces à plusieurs 
_ dimensions, la relation la plus naturelle et la plus étroite (2). L'inter- 
_ vention de ces polygones apparaît déjà implicitement dans le mémoire 
- = de Gauss sur les restes biquadratiques. On pourra aussi comparer les 
: À } travaux de Stieltjes sur le même sujet (?). 
Certaines différences entre les restes quadratiques, les restes cubiques 
_ et biquadratiques et les restes plus généraux s'expliquent très bien par 
la différence des propriétés d’un espace à une dimension ou d’un espace 
à deux ou à un plus grand nombre de dimensions. Nos raisonnements 
= géométriques supposent le lecteur familiarisé avec les espaces transcen- 
RC dants. La généralisation de presque toutes les propriétés de l’espace 
_ ordinaire est intuitive et n’exige aucun développement (‘). 
ÿ Soit À un nombre premier non complexe: nous considérons les 
nombres formés avec les racines X"% de l'unité. Nous supposerons, pour 
plus de simplicité, que le corps est un de ceux qui ne présentent point 
“4 d'idéaux. La difficulté présentée par les nombres idéaux ne parait d’ail- 


(1) Voir Geometrie der Zahlen von D° Herman Mixkowski. Teubner, Leipzig, 1896. 
_ (2) J'ai indiqué brièvement la méthode adoptée par moi dans une note présentée à 


__ (3) Sur le caractère du nombre 2 (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, 
+. VID. — Contribution à la théorie des résidus cubiques et biquadratiques (Archives 
éerlandaises des Sciences exactes et naturelles, t. XVIII, 1883). 

_{ Consulter VERONESE, Grundzüge der Geometlrie von mehreren Dimensionen. 
 Teubner, 1894. 3 
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de supposer À ai à 5. La géométrie correspondante a quatre dt à 
sions. Toutes les fois que nous agirons ainsi, c'est que la généralisa- 
tion des résultats sera immédiate pour À} premier quelconque. Nous 
| évitons de cette façon de DORE aux éMonSIrAAONR une forme Pt 
at abstraite, ; / 

Fe Nous allons d'abord introduire du concepts géométriques dont nous 
ferons ensuite l'application aux lois de réciprocité. 


IT RS nn 








Nous nommons nombre complexe pe avec les racines cinquièmes de 
l’unité une expression de la forme : 


He Lg + at, + ta + airs + ais, 


où « est une racine cinquième primitive de l'unité et où &,,&,, &a, &3, & ï PR 
sont des nombres réels de l'algèbre Pémentare, En TAPIE que 
l'on a : 


(2) SEP x TNT ee a, 


une pareille expression peut s’écrire : 


Lo) + (Ge — T0) + 28 (ds — 20) + ai(2; — To), 


a (æ, 





ou : 
(3) a OU Ye + ys ro, 


AT 





l'expression (3), nous devons de le nombre. © complee e com 6 


Ee 
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vons appeler sa valeur numérique. Deux nombres complexes, qui ont 
même valeur numérique, ne doivent pas en général être considérés comme 
égaux, parce qu'ils ne correspondent pas en général au même point 
de E,. Mais deux nombres à coordonnées rationnelles et de même valeur 
numérique sont nécessairement égaux. 

Deux nombres complexes étant mis sous la forme (3), on définira leur 
somme en ajoutant ensemble les coeflicients des mêmes racines, leur 
produit en multipliant les expressions de ces deux nombres termes à 
termes, et en y remplaçant œ'a* par ait À, enfin en réduisant À + X par 
rapport au module 5. Mais on n'emploiera pour réduire que la rela- 
tion (2) et jamais la formule qui donne pour 4! une expression de la 
forme a + bi. On définit comme produit le nombre complexe ainsi 
obtenu mis sous la forme (3). Soient : | 


Va) ay + dye Æ age L aiy,, 
La) = azy + a?z9 L 373 + az, 


les deux facteurs, et : 
Ua) = aus + ua + aus + œiu, 
roduit, et poson: ur abréger l'écriture : 
le produit, et posons, pour abréger 1 


Ü = yiz3 EE Yozz + Y3o + V2, 

on aura ; 
| y = Yo%y + Ya%3 + Via — UÙ, 
(4) : JRUPIEUrre — Yazy + Ys3a — U, 
Ua = Yy22  Yoy + Y23 — U, 
DAT Nan Et at CEE 


La multiplication ainsi définie suit les lois commutative et associa- 
tive. Remplacçons dans l'expression (3) « par 47, q étant égal à 2, 3, 4, 
on obtiendra trois nombres : 


a2Yy + a24ya + a$9ys + aigy;, 


qui sont les conjugués du premier. Les formules (4) montrent que, si 

deux nombres sont conjugués de la même facon à deux nombres com- 

plexes donnés, leur produit est conjugué de la même façon au produit 
de ces deux nombres. 

Deux membres Y (+) et U({a) étant donnés, on appelle quotient du 

- second par le premier un nombre Z (+) dont le produit par le premier 

reproduit le second. Dans la recherche du quotient, les inconnues 
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sont Z4, 3» 22, 2,- Le déterminant des coefficients de ces inconnues 
ést Et} 
TNA LUN TES SEA RTE 


(3) AIS V1: Ya Ta EU Use US 7/1 
VOTENT CEUIEEUS PS ee Don l 
Eat 0 PS Pavuite À Bb Was LL CHAT 


Il est égal à la norme. En effet, si la valeur numérique de Y (x) est 
nulle, il est clair que la valeur numérique de Z (x) doit être infinie ou 
indéterminée : donc il en sera de même pour les valeurs de z,,2,, 23, 4,; 
par conséquent, A sera nul. À est done, au sens de l'algèbre élémen- 
taire, divisible par l'expression (3). 

D'ailleurs, on constate aisément que À reste le même quand on 
remplace Y (+) par un quelconque de ses conjugués, car on peut rame- 
ner le nouveau déterminant à l’ancien par des échanges de lignes et de 
colonnes ; donc A est divisible par les conjugués de l'expression (3) et 
ne peut différer de la norme que par un facteur numérique qu'on trouve 
aisément être égal à un. 

Les axes Oy,, Oy,, Oy3, Oy, peuvent être regardés comme défi- 
naissant quatre directions fondamentales. Si l’on envisage la droite qui 
joint l'origine au point dont l’affixe est : 


— gx — a? — à — at — À, 


on obtient une cinquième direction O,, qui peut, à la vérité, se réduire 
aux quatre autres, en ce sens qu'une grandeur géométrique dirigée sui- 
vant cette droite est la résultante de quatre autres grandeurs géomé- 
triques portées sur Oy,, Oy,, Oy3, Oy,. Mais cette direction jouit 
naturellement de droits égaux aux quatre premières. Par un fait ana- 
logue à celui pour lequel on introduit l'homogénéité en mathématiques 
spéciales, il est utile de la considérer presque constamment avec 
celles-ci. | 

Nous appellerons dans E,, M, une multiplicité linéaire à trois dimen- 
sions, c'est-à-dire une multiplicité définie par une relation linéaire 
entre les coordonnées de ses points, M, une multiplicité définie par 
deux équations linéaires, M, une multiplicité définie par trois équa- 
tions linéaires. Nous parlerons souvent de multiplicités linéaires paral- 
lèles. La généralisation de la notion de parallélisme est évidente et n’a 
pas besoim d’être développée. 


(!) On pourra consulter, au sujet de ce déterminant et de ses propriétés, l’ou- 
vrage déjà cité de Mnkowski: chapitre 11, « Von Volumen der Kôrper ». 





LUE 
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Voici les notions analogues à la transformation par translation ou 
par similitude dans l’espace ordinaire (1). 
Soient deux nombres complexes fixes : 


Aa) — aa + don? L qua + aa, 
B (a) — bya + bon? L ba E bai. 


Supposons que le point YŸ, qui a pour affixe Y x), soit assujetti à 
décrire une région déterminée R, et soit Z Le point qui a pour affixe : 





L(a) = A(a) Y (a) + B(a), 


Z décrira une région S qui sera la transformée de R; il est clair que 
la correspondance entre R et S est univoque. De -pareilles transforma- 
tions permettent de substituer à la considération d’un domaine celle 
d'un domaine plus simple dont les propriétés sont plus commodes à 
étudier. [lest important de remarquer qu'elles n’altèrent pas le paral- 
lélisme. 

Soit f'(«)un nombre premier complexe. Envisageons les substitu- 
tions : 


(6) [Y(a), Y(a) + K(a) f(a)], 


où Y(x)est une variable continue, K{x)un nombre entier complexe 
quelconque ; elles forment un groupe G. Deux points sont coagruents 
par rapport à G, lorsque la différence de leurs affixes est un entier 
complexe multiplié par f(x). Si au point Y on fait correspondre le 
2e à tin (ee) 

point Z qui à pour affixe D 'ene au groupe G correspondra un 
groupe G', par rapport auquel deux points de E, seront congruents 
lorsque la différence de leurs affixes sera entière. On voit immédiate- 
ment que l'on peut prendre pour polyèdre générateur de G le paralléli- 
pipède à quatre dimensions qui est déterminé par les droites joignant 
l’origineaux points d’affixes «, a, 4°, af. En elfet, tout point de l'espace 
E, admet un congruent dans ce parallélipipède, et deux points de ce 
parallélipipède ne sont jamais congruents entre eux, la différence de 
leurs affixes n'étant jamais entière. Ce parallélipipède est limité par 
huit parallélipipèdes à trois dimensions, et ceux dont les M, sont paral- 
lèles sont conjugués au sens de M. Poincaré dans la théorie des poly- 
gones fuchsiens. Repassant du point Z au point Y et remarquant que 
deux points ŸY sont congruents par rapport à G, seulement lorsque les 


(1) Des travaux bien connus de KirunG et de Porxcaré se rattachent à cet ordre 
d'idées, 
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points Z qui leur correspondent le sont par rapport à G’, nous en con- 
cluons que le polyèdre générateur de G est un parallélipipède ayant 
pour sommets O, et les points af(a), &f (x), «°f(a), aff(x). 


Envisageons maintenant le groupe T constitué par les substitu- 
tions : 


(7) [Y(a), Ya) at + Ka) f(a)], 


où est un entier quelconque. Ce groupe contient le précédent. 
POS 
f(x) 


Prenons ici Z(«) — , nous sommes conduits à considérer le 


groupe [”: 
[Z{x), ahZ (x) + Ka) (1 — «)], 


qu'on peut aussi indiquer comme il suit: 


(8) [Z(a), atZ(a) + n(a)], 
Où : 
n(a) = na + non? + nzaÿ + nya, 
(9) Ni + No + ns + n,; = 0, Mod.5. 


Je dis que l” admet comme polyèdre générateur [!) un parallélipi- 
pède P’ déterminé par les sommets O, «, «?, x°, a, c'est-à-dire le 
même que le précédent ; mais, tandis que dans le polyèdre générateur 
de G les parallélipipèdes limites parallèles sont conjugués, la correspon- 
dance des limites est toute différente dans le polyèdre générateur de F”. 

L'’affixe d'un point quelconque de P”’ peut être représentée par : 


at, —- ao + als —- «its, 


OÙt,, ls, ls €, Varient d’une manière continue de zéro à un. Les M, 
limites de P’ sont au nombre de huit et correspondent aux affixes sui- 
vantes : 

4 


& 


F, at + aÿlz Æ aît,, 

Fs ot + aÿtz + ait, 

Fy ot} + of + aït,, 

F, at} + af + at, 

EF, à  — at + ta + aît,, 
Fa ah Ha + at; + ait, 
Fa at, + at3 La + aït,, 
F', ot — a?t9 + aôts + ai. 





(1) Comparer Mnkowsxr, Aneinander/füqung der Wände in Slufen grüssten Volumens, 
DSL $ 
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Ce tableau montre que, si l'on multiplie para l'affixe d'un point 
de F,, on obtient l’affixe d’un point de F,. De même F, et F, se corres- 
pondent. Ainsi : 


F, et F, sont conjugués par la substitution [Z{x), «iZ(a)|, 
F, et F; — = [Z (a), aëZ(a)], 
Mie — — [Z(a), œiZia) + ai — 1], 
F,etF; — — [Z(a), «2 (a) + a -— 1]. 


I nous reste à démontrer que chaque point de E, a, par rapport au 
groupe [’, un congruent intérieur à P' et n'en a pas plus d’un. Pour 
démontrer la première partie de cette proposition, envisageons un 
point quelconque de E, ayant pour aflixe : 


OYy + ya + ys + ay 


Soient n,, , 3, n, les parties entières de y,, y, Ya, Y,. Nous 
dirons pour abréger que an, + an, + ans + aîn, est la partie 
enhère dé Y (a). Soit at, + aa at, LE ait, l'excès de YŸ (x) sur sa 
partie entière, {,, {, ta, €, Sont compris entre zéro et un. 

SI 7, + no + nn; + n, est congru à zéro (Mod. 5), on voit que 
at, + œ?t, + ot, L aff, est congruent à Y (+) par rapport au groupe Gr. 

Si 7, +2 + n; +n, est congru à un (Mod. 5), on considérera 
l'indice de la plus petite des quatre quantités £,, &, 14, t,. Le complé- 
ment à cinq de cet indice donne l’exposant de la puissance de « par 
laquelle il faut multiplier Y («) pour obtenir un nombre dont la diffé- 
rence avec un nombre correspondant à un point de P” soit un entier 
divisible par 1 — 4. 

SIA + 2 + 3 + », est congru à deux (Mod. 5), on prendra celle 
des quatre quantités qui, à partir de la plus petite, occupe le second 
ordre de grandeur. Le complément de l'indice fait connaître la puis- 
sance de x qui jouit de la même propriété, et ainsi de suite. 

Après avoir donné ung règle permettant de trouver dans P' un point 
congruent d'un point quelconque de E,, il nous reste à montrer que 
deux points T et U de P”, correspondant aux affixes : 


T C9 Eee al, —— aèls + als + aily, 
Ua) = au + aux + aus + alu, 


ne peuvent être congruents. En effet, #,, ta, ta, lys Uys Us, Ua, U, étant 
compris entre zéro et un, la différence T (4) — U (x) ne peut être un 
nombre entier différent de zéro, et alors les points T et U coïncident. 
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Ensuite envisageons par exemple la différence : 
T(a)— aU(a)=a(é; +) + te — us Æux) + als — ue + u)+a(t; — U3 + Us); 


cette différence étant supposée entière, les multiplicateurs des puis- 
sances de 4 ne peuvent prendre que les valeurs zéro et un, et, si leur 
somme doit être divisible par cinq, il faut que chacun d'eux soit nul. 
Cela donnerait en particulier : 


lb + U — 0; 


t, et u, étant de signes contraires, les points T et U ne peuvent en 
même temps appartenir à P'.. 

Il est utile d'aller un peu plus loin dans la description de P'. P’ 
admet vingt-quatre multiplicités limites M,, qui sont suffisamment 
désignées par les multiplicités M, auxquelles appartient chacune 
d'elles. Nous dirons que celles qui sont formées de points congruents 
appartiennent au même cycle. Il y a huit cycles de M,, par exemple : 


Pat RS or 0}, (FoF;, FiFe, F2F3) 


sont deux de ces cycles. 

Il y a trente-deux multiplicités limites M, réparties en quatre cycles. 

Enfin les sommets se distribuent en cinq cycles. Le premier cycle ne 
contient que l'origine ; le second, les points ayant pour affixes les 
quatre racines ; le troisième, les points qui ont pour affixes les sommes 
des racines deux à deux; le quatrième, les points qui ont pour affixes 
les sommes des racines {rois à trois; le cinquième, composé du seul 
point — 1. 

Repassons maintenant de la variable Z (x) à la variable Y(«), qui lui 
correspond. On voit que l’on pourra prendre pour polyèdre générateur 
du groupe F un parallélipipède P à quatre dimensions déterminé par 
les droites qui joignent l’origine aux points ayant pour affixes : 

GRDES af (a) af (a) aif(a) 


Eee fs À —« PE 














Ces conclusions se généralisent au cas d’un nombre complexe 
formé avec les racines d'ordre À de l'unité lorsque le corps ne con- 
tient point d'idéaux. « étant une pareille racine, envisageons d’abord 
le groupe : 


[Z(a),  atZ(a)+ K(a)(1 — a)] 


L'espace correspondant E;_, à À — 1 dimensions. Le polyèdre 
générateur est le parallélipipède construit sur les droites qui joignent 





SUR LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ qu 


Porigine aux points æ, @2, 4. &, su «1, et les affixes de ses points 
peuvent se représenter par : 
Zail;, 


i 1 


les {; variant d’une manière continue de zéro à un. Nous appelons F; la 


. multiplicité limite obtenue en supposant {; = 0, F”, la multiplicité limite 


obtenue en supposant t; = 1. 
Les multiplicités F; et F;_; sont conjuguées par la substitution : 


[Z{(a), a Z(ax), 


les multiplicités F'; et F';-; le sont par la substitution : 


[Z{a), æTZ(a)+a AT, 


les sommets forment À cycles distincts. 
Le polyèdre générateur du groupe : 


[Z(a}, ahZ{a) + K(a)f{x)] 


s’en conclut facilement. 
Soit : 


fie} ajer asc Ee,.…. + ap _yah Ti, 





je crois utile de donner la valeur de ï ; ainsi que les À— 1 coordonnées 
Sid 








du point _ dans l’espace E;_,. Je désigne ces coordonnées par 
ne € 
EN Le 
40 1 a +2 + hat EC mliarad 
7) Aa À 
| ne (À — jap -— (G2 + 43 + di + 4) 2) 
EX À 
È A CE) LUS ni 1e Ce et + 4) _) 
st À 
a ie 
RE AT) Er rs Er) T(aris us Hdi 
CANON A A ER Le Loge te 7 
ï Rd ar …... AU) 
SES — À 
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: On a la formule générale : 


CR À—1 
(A==T) D ax —T dax 
k=—1 k=r+1 
(12) DES * ETES, 


Le numérateur de £. est congru à — rf (1) Mod. À. Il en résulte 
que, si f(x) est premier, f, n'est jamais entier, car, dans le cas con- 
traire, f(x) admettrait le facteur 1 —- «. 

Il y a une infinité de polyèdres générateurs de l. Le précédent 
présente beaucoup de simplicité et d'élégance. Mais nous pouvons 
encore considérer le suivant, qui présente des avantages spéciaux. Il 
dispense, en effet, de la division par 1 — x, division qui a l'inconvénient 
de changer toutes les directions de l’espace E_,. 

Revenons, pour plus de simplicité, à À = 5. 

Pour étudier le groupe FT: 


[Y(a), afY(a) + K(a)f(a)], 


faisons correspondre cette fois au point Y le point Z dont l’affixe est 
déterminée par la relation : 





plus simple que celle employée tout à l'heure. Le transformé du groupe 
Test le groupe l”’ formé par les substitutions : 


[Z(a),  a*Z(a) + K(a)), 


K (x) étant un entier complexe quelconque. 

Le polyèdre générateur de ce dernier groupe peut être regardé 
comme constitué par l'ensemble de cent vingt-cinq parallélipipèdes, 
Q,, Qù, …., Q1..., Q,2 définis par les mégalités: 








UC y < ES, 
BC y < BE, 
UC y < 


Nr M2 Nas n4 Ont les valeurs 0, 1,2, 3, 4, de sorte que : 


M ns + ns + 1; = 0, Mod. 5. 
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Il faut prouver que tout point de E, admet dans cet ensemble de 
parallélipipèdes un congruent par rapport à let que les congruents de 
tous les points de cet ensemble lui sont extérieurs. 

Soit : 


Ua) = au, + aua L aus + aus, 


l’affixe d'un point de E, ; »,, #,,n3, n, les plus grands nombres de cin- 


quièmes contenus dans #,,4#3, #3, U,, de sorte que: 


ñn, 


or 





: ny No Na 
PES Ets GT os RDS: 


+ RER ne 
ty, t2, t, étant compris entre Ô et =: Si la somme des » est divisible 
3. 


par cinq, la différence entre Ufs)et l'aflixe d'un certain point de 
l’ensemble est entière. Si cette somme divisée par cinq donne pour 
reste un et que /; soit la plus petite des quantités {, en multiphant 
U (a) par «7° on arrive au même résultat, etc, Ainsi la réduction est 
toujours possible. 

Il est également facile de montrer que les domaines congruents au 
domaine considéré n’ont aucune région commune avec celui-ci. En effet, 
remarquons que les multiplications par les diverses puissances de « 
équivalent à remplacer y,, Y», Ya, Y, respectivement par : 


EU Ya — Yu Ya — Vs Vie 


| Ya V3; FRUES PRES: Ya 7 Us; 
Y3 — Ya Ur = Yo: mA ET Use Vo, 
VA A Ve Ve Ti Us 


Envisageons, par exemple, la première substitution, le parallélipipède 
Q7 devient: 


a 4 ft. BC 
Bye EE, En ee, 
OU : 
By y EE y Bi ee + ve 
| Btpene tte y US y < RU. 


Ces inégalités sont comprises dans celles que l’on obtient en 
remplaçant y, par sa limite inférieure dans les limites inférieures des 
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inégalités et par sa limite supérieure dans leurs limites supérieures. 
Cela donne : 


SP ee Ne — 74 = Vs 
5 22 


> He teer a Re ts 
à Ya 5. Y2 5 


1 de 
= Say —H, 
5 5 


DA pe Di Ni 1 | More 
a < 3 < REC 


LE 


Ce système d'inégalités représente encore un parallélipipède dont 
les arètes sont parallèles aux axes de coordonnées, et qui ne contient, 
comme on le voit aisément, soit en entier, soit partiellement, aucun 
des parallélipipèdes Q;, ni aucun des parallélipipèdes déduit de ceux- 
ci par l'addition d'un entier complexe, La correspondance des M, 
limites des parallélipipèdes Q, a lieu d’une manière analogue à la cor- 
respondance des limites de P'; c’est-à-dire qu'une face d’un paralléli- 
pipède Q; contenant les directions &?, «?, a! est conjuguée d'une face 
d'un parallélipipède Q; contenant les directions «, x?, x°, ete. 

La généralisation est évidente pour À quelconque. Le nombre des 
parallélipipèdes constituant le domaine générateur est alors 212. 


TT 


Les parallélipipèdes que nous avons considérés dans le paragraphelIl 
sont destinés à l'usage suivant. Nous aurons des réseaux de points 
dans E)-, (ou plus simplement dans E,), et il faudra compter combien 
d’entre eux sont contenus dans un parallélipipède. Il est clair que cette 
évaluation sera assez facile si les arètes des parallélipipèdes sont 
parallèles aux droites sur lesquelles sont distribués les sommets du 
réseau ou à des diagonales simples de ce réseau. Mais il n’en est pas 
de même dans le cas où leurs directions sont quelconques. Nous. 
sommes donc conduits à modifier les polyèdres générateurs de manière : 
à leur faire acquérir les propriétés désirées. 

Nous chercherons des polyèdres générateurs dont les arêtes soient. 
parallèles aux axes de coordonnées ou aient des directions simples par 
rapport à ces axes. 

Les racines cubiques de l'unité dans l'espace E, présentent une cir- 
constance spéciale. Le groupe F est ici : 


[Y(a), aY(a) + Ka) f(a)], 


fa) = aa + doc. 
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On peut considérer comme substitutions génératrices du groupe F : 


S [Y (a), a (a), 
TIY (a), aY (a) + f(a)] 


auxquelles nous joindrons la substitution U = ST : 


U [Y{a), #Y(a) + af(a)]. 
La considération de $, T, U donne lieu à un polygone générateur 
de T jouissant de la propriété d'avoir ses côtés parallèles aux axes 
y, = O, y, = O, et donnant lieu à une propriété curieuse du triangle 
…  équilatéral en géométrie élémentaire. Par rapport aux axes Oy,, Oy, 
faisant entre eux un angle de 120°, je construis les points doubles des. 
substitutions S, T, U. Ils ont respectivement pour coordonnées : 


244 — 2 di + y — 22 24 — 
(0,0), RS , HE } es , UE }: 


et forment les sommets d'un (riangle équilateral STU. Le polygone 
générateur est SMUNTP. 





Les droites UM, UN; TN, TP; SM, SP sont respectivement égales, 
U | ? ù P O 
à Lorsque X est supérieur à trois, on peut obtenir des résultats ana- 
logues. Mais ils sont trop compliqués pour que l'usage en soit com- 
mode. Je me permettrai cependant d'en dire quelques mots. 
Je suppose que « soit une racine cinquième de l'unité. Envi- 
_sageons encore le groupe l'. Soit: 


a 
did LE. = bia + boa? + byaë HE Dai, 


Envisageons le tableau rectangulaire : 


re tee DAC NL CU TT 


b, — by DU 0e 00 TD; 
; RP NN Des er A 
ba Tr by bs Ée b, b, Ru b, Fur b; 


dans lequel les lignes horizontales contiennent les coellicients de 
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a, a?,a%,ai, dans ag (a), a?g (x), «°g{ax), xg(«) mis sous la forme (3). 
J'ajoute la seconde ligne à la première, la troisième à la ligne ainsi 
obtenue, et ainsi de suite, j'obtiens le tableau: 


A —- b;, b, — b, bo — b, b; — b,, 
(13) B #5 Ds BORD RD D PE NOT EU, 
C — b3, 0, — D; — b3, by — b3 — b;, b, — b,, 
D — b,, — bo, — ba, — b,. 


Soient AÀ,B,C,D les points qui ont respectivement pour affixes 
ag (a), (4 à) g la), (a + a? + a) g (a), (a + 0 aë at) g (a). 

Les lignes horizontales du tableau précédent contiennent les coor- 
données de ces points. Par une circonstance remarquable et que nous 
allons utiliser, ce tableau est symétrique par rapport à la diagonale 
qui descend de droite à gauche. 

Par les points À, B,C, D menons des plans parallèles aux plans de 
coordonnées. Je désigne par Y,4, Yoa, Yaa, Y;a Ceux qui passent par 
À et qui sont respectivement parallèles aux plans y, = O, y, —=0, 
Y3 = O, y, = O, et les autres d'une manière analogue. 

Dans le tableau (13) les quantités de la première colonne représentent 
des coordonnées y,, celles de la seconde des coordonnées y,, etc. 

Nous savons que les multiplications par x et par &? font correspondre 
respectivement les plans Y,0, Y,0 ; Yo, Y30. La première équivaut à 
la transformation : 

W==0, inv; =0, 
Ya In Y Y3 In Yo, Ya in V3 
la seconde à : 


Ya = 0, in VIE 0, 


Ya 10 Ya Y3 In Yy, Ya in Yo 
Considérons dans le tableau (13) la symétrie des termes — 2,, 
D, — b3— b,, db, — db,. Elle montre que les intersections du plan Y,o 


avec les plans Y,p, Y,c, Y,8 sont respectivement congruentes des inter- 
sections du plan Ÿ,0 avec les plans Y,c, Vos, Y3a. De même, la symétrie 
des termes — b,, — b,, db, — db, montre que les intersections du 
plan Y,0 avec lesplans Y,4, Yan, Y,c Sont congruentes des intersections 
de V6: avec Ven, Vpn. 
Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en À. En dési- 
gnantag(x) par g, (:),lesaffixes de B,C, D, O relatives à ces nouveaux 
Fr “ / 2 / 2 
axes deviennent «g, (æ), (x + a?) 9; (a), (a + «? + a) g, (a), (x + «2 
+ à + af) g,(a), c'est-à-dire qu'elles présentent la même forme que 





le than. 48 
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tout à l'heure. 9, (x) donnera donc lieu à la construction d'un nouveau 
déterminant symétrique dont on tirera des conclusions analogues, et 
ainsi de suite en transportant l'origine des axes aux points B,C, D. 

Aïnsi(Y,a, Yo0); (Ya; Ya), (Ya, Yc) Sontcongruentes de (Y,4, Y,n), 
Da ae on) deu Yo), 
(Yaas Vic), (Ysas Yan), etc. 

On doit faire la remarque suivante qui est absolument générale, et 
qui constitue la généralisation du théorème signalé tout à l'heure à 
propos du triangle équilatéral. 

Lorsque nous avons étudié les plans passant par lé point O, nous 
avons signalé la congruente de la multiplicité (Y,0, Y,4) située dans un 
plan passant par À et parallèle à y, = O. Si l’on passe à l'étude des 
plans issus de À, on a signalé encore une congruente de cette multipli- 
cité. Les deux congruentes de (Y,0, Y,4), à savoir (Vio, Yyp) et (Ya, 
Y,0) sont situées dans des plans parallèles aux plans de coordonnées, 
passant par le point D. 

Mais la mise en œuvre de ces propriétés offrirait, sauf pour À = 3, des 
difficultés beaucoup plus grandes que la complication introduite par 
l'admission de la direction Oy, outreles directions Oy,, Oy,, Oys, Oy,. 
C'est sur l'admission de la direction O7, qu'est fondée la méthode que 
je vais maintenant exposer. 

Nous avons à modifier les parallélipipèdes du paragraphe If. On peut 
toujours déduire d’un polyèdre générateur un autre polyèdre généra- 
teur en retranchant du premier une certaiñe région et en ajoutant une 
région congruente. 

Envisageons une variable complexe : 


U(a) = uya + ua? + gai + ua, 


et imaginons que #,, U», #3, #, Soient des fonctions d'un même para- 
mètre {, de sorte que, t{ variant de zéro à un, U (x) varie d’une manière 
f(&) 
Sri DR 
gine au point À, dont l’affixe est égale à cette dernière quantité. 

On peut supposer que la courbe C provienne d’une déformation 
continue de la droite OA. Nous supposons donc que #,, Us, Ua, Uy 
contiennent, outre {, un autre paramètre B, de sorte que, pour 8 = O, 
C se réduise à cette droite. Soit donc : 


continue de O à - Le point U décrira une courbe C joignant l'ori- 


= 8), U—gltf),, U—ep,f), ui — it, B), 
ete 
U(a) = Wic, £, F). 
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Envisageons le polyèdre R dont les points ont pour affixes : 
(14) aa, t, 8) + (a, ta, B) + a W(a, la, 8) + a lW(a, #,, B), 


où 3, lots, t, varient de zéro à un. Je dis que R est un polyèdre géné- 
rateur de l. R a des limites courbes correspondant à 4, — 0 et t; — 1. 
Nouslesnommerons G; etG';. On constate immédiatement que G;et G-_;, 
G'; et G'_; sont conjugués. C’est un des caractères d’un polyèdre géné- 
rateur, Parlons du polyèdre R, à faces planes correspondant à 8 = O, 
et montrons comment le polyèdre R,, relatif à une valeur déterminée 
de 8, 8 — $,, en dérive par le retranchement et l'addition de parties 
congruentes entre elles. 

Supposons que 8 varie de O à 8,, la multiplicité à trois dimensions : 


ae (a; la, f) 4 a3W (a, l3, B) 4 ai (a, ba 6); 


admet constamment comme congruente la multiplicité ’ 
a. (æ, ly, 6) FE a? (æ, Lo, 6) + as, la, B}; 


si l'on fait varier 8 de O à $,, ces deux multiplicités congruentes à trois 
dimensions décrivent des multiplicités également congruentes à quatre 
dimensions. Si l’une de ces multiplicités est extérieure à R,, l’autre 
lui est intérieur. Aux huit multiplicités limites de R correspondent ainsi 
huit couples de régions congruentes qui, par addition etpar soustraction 
à R,, transforment ce polyèdre en R,. 

Mentionnons une génération cinématique du polyèdre R très impor- 
tante pour la suite, 8 ayant une valeur déterminée fixe, et { variant de 
zéro à un, les quatre points qui ont respectivement pour affixes : 


Ui(a)= eU(a), Uofa) = @U(s), Usa) æU(a),  Ui(a) = ai (0), 


décrivent respectivement quatre arcs de courbes C,, C;, C;, C,. Trans- 
portons l'arc €, parallèlement à lui-même de manière que son origine 
décrive l'arc C,. Il décrira ainsi une multiplicité à deux dimensions, 
une espèce de parallélogramme à côtés courbes. Transportons ce paral- 
lélogramme parallèlement à lui-même de manière que son origine 
décrive C,, on aura ainsi une multiplicité à trois dimensions. Enfin, si 
l'on transporte cette multiplicité à trois dimensions de manière-que son 
origine décrive C,, on obtientle polyèdre R. 

Si la courbe C s'écarte sensiblement de la droite OA, il s'introduit 
dans le domaine R des régions qui doivent être considérées comme 
négatives. ie 
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Posons pour y — 1, 2, 3, 4 : 


We, tj, 6) = ujx + uaje? + Uajes L u,,a, ; 


nous aurons ; 


= — ya + us — Uys) 2 (un — Uys) à H (ugy — Uyy) af, 
GW (a, ta, B) = (Ua — Ugo) — Ugo? + (ya — Uga) à  (Uog — U39) a, 

1 (Ug3 — Uag)a + (uis — Unz) 2 — Uaga (Us — Uoz) a. 

1= (uaz — Us) à + (ugs — Uyx) a7 + (is — y) à — uyyat. 
Un point du domaine R est déterminé par les valeurs de #,, 4,4, 4, 
(valeurs comprises entre 0 et 1) qui lui correspondent; ce point sera 
considéré comme appartenant à une région positive où à une région 
négative, suivant que la valeur correspondante du déterminant : 








d(— Us) d(uys — Us) dur — U;i) Lay — Uy) 
dt, dt, dt, e dt, 

du — Us») d (— _U32) Alta — Uz2) (us — Uyo) 
dt> dt> dt dts 

D om oil di du) vds 
dt dtz dtz dtz 

d(Us; — Us) d(Uos — Uyx) . (Us — Us) d(— u,;) 

dt, dé, dt, dt, 


sera positive ou négative. 
Le domaine R se trouvera ainsi décomposé en un certain nombre de 


TÉSIONS Sy, Dos Ds ve Ds .., DOSiEIVES et négatives. Ces régions sont, 


comme R, des multiplicités à quatre dimensions et admettent pour 
limites des multiplicités à trois dimensions. Nous partagerons ces 


limites en deux classes. 


Nous appellerons limite de la première classe une limite qui fait par- 
tie des limites G; ou G'; de KR. 

Nous appellerons limite de la seconde classe une limite des régions S 
qui ne jouit pas de cette propriété. Une limite de la seconde classe est 
nécessairement commune à deux régions S contiguës. 

Les limites de la première classe sont évidemment deux à deux con- 
gruentes. 

Il pourra arriver qu'un domaine R contienne plusieurs congruents 
d'un mème point M qu'il contient. Pour justifier la règle qui vient 
d'être donnée relativement au signe des régions de R, il faut prouver 
que, si l’on considère le point M et tous ses congruents contenus dans 
R, si l’on affecte du coefficient + 1 ceux de ces points qui appartiennent 


_ à des régions positives, et du coefficient — 4 ceux qui appartiennent à 


2 
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des régions négatives, la somme de ces coefficients est toujours égale : 


à un. Il peut arriver que deux régions S aient une partie commune 
Un point appartenant à cette partie commune doit être compté deux 
fois avec les coefficients afférents respectivement à ces deux régions. 

Nous emploierons ici des considérations de continuité. Partons, 
pour fixer les idées, de la considération d'un point M qui n’a de con- 
gruent dans aucune des parties de R. Pour concevoir l'existence d’un 
pareil point, on n’a qu'à supposer la courbe C d’abord très voisine de 
la droite OA. R sera alors très voisin d'un des parallélipipèdes du para- 
graphe IT, composés uniquement de points incongruents entre eux ; et 
presque tous les points de R jouiront ide la propriété de ne pas avoir 
de congruents dans R. La démonstration que je vais donner s'applique 
non seulement au cas où l’on fait varier le point M, le paramètre 8 res- 
tant fixe, mais encore où, en faisant déplacer le point M, on fait en 
même temps varier 8 d'une manière continue en produisant éventuelle- 
ment dans R de nouvelles régions négatives. 

Supposons donc d'abord que le point M n'ait de congruent dans 
aucune des régions S. Si ce point, se déplaçant d'une manière continue, 


acquiert un congruent dans l’une S; de ces régions (région existant 


primitivement ou nouvellement formée par suite de la déformation con- 
tinue de R), il faut que ce congruent M’ franchisse une des limites de 
la région S;. Plus généralement le nombre des congruents d’un point 
donné à l’intérieur de R ne peut varier que si ce point ou l’un de ses 
congruents franchit une limite de la première ou de la seconde classe. 

Examinons d'abord ce qui se passe quand le point M’ franchit une 
limite de la première classe. 

Le domaine KR jouit des mêmes propriétés par rapport à ses quatre 
couples de faces conjuguées G;, G32; 3; G', G'is. 

Il nous suffit donc d'examiner ce qui se passe quand deux points 


congruents entre eux franchissent respectivement les faces G, et G,. 


Notre démonstration s’appliquera mutatis mutantis aux trois autres 
couples. | 

Rappelons que le domaine R est la région de E, engendrée, comme 
il a été dit plus haut, par les quatre courbes C,, C,, C;, C,. Imaginons 
que le point M’ partant d'une position M’, dans la face G, pénètre 


dans le domaine R. Un des congruents de M’, M” passera par le point. 


M”, de G, congruent de M',. Soient: 


d', Frs 0, l'o, l'a, ES 


les valeurs de #,, £,, {3, {, qui correspondent au point M, ; les valeurs 





# 
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de t,, ts la, l,, qui correspondent au point M”,, seront respectivement : 


i 


l'y es LS 1: rss la, l'a RE UT l', re. d =. 


D'une manière générale, nous désignerons par des lettres accentuées 
une fois les valeurs qui se rapportent au point M’,, et par des lettres 
accentuées deux fois les valeurs qui se rapportent au point M”,. Si 
Us Yoda. -yxsontles coordonnées de: M”, ét Y,, Y,, Y:,.Y, les coor- 
données courantes, l'équation du plan tangent à la surface G, en M’, 
s'obtient en remplaçant dans le déterminant A’ les éléments de la pre- 
mière ligne respectivement par : 


Yi — Yu D ÉRerl PT LÉ mec Noces 


Si dy,, dys, dys, dy, sont les différentielles relatives à un déplace- 
ment infiniment petit du point M’, on en conclut facilement que, pour 
que ce déplacement ait lieu vers l’intérieur de R, il faut que le détermi- 
nant D’ obtenu en remplaçant dans A’ les éléments de la première 
ligne par dy,, dy,, dy, dy, soit de mème signe que A”. 

Soit A” la valeur du déterminant A relative à M”,, en fonction des 





valeurs des ou relatives au point M',, il s'exprime ainsi: 
j | 
d(— V2) A(Uy2—Uy2) d(U»2—Uy») (Ua — V9) 
dla dl> d'à d'a 
ŒU 33 — U 33) d(— U33) dus Us) (W2z — 32) 
A" — dla d3 dt; d'3 
E(Ua Ur) (us — Vo) (= U 23) Œ(U 11 — Waz) 
dt', dt'; dt, dt, 
A(U'ay — y) day — Wu) d(U'y — Us d(— wi) 
dt, dir dt', dé, 


Les différentielles relatives au déplacement du point M” provenant du 
déplacement du point M' sont respectivement : 


dy — dys, dyz — dy, dyr — dy, — dy. 


Le point M” sortira de R ou y entrera, suivant que le déterminant 
D”, obtenu en remplaçant dans A” les éléments de la quatrième ligne 
respectivement par ces quantités, aura un signe opposé à celui de A’ ou 
le même signe. 

Or, on reconnait aisément, en permutant les lignes et les colonnes 
de D”, et en les combinant par voie d’addition et de soustraction, que 
D'et D” sont égaux et de signes contraires. 
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Distinguons maintenant deux cas. 

Si A’et A” sont de même signe, les deux régions de R avoisinant G, 
et G, vers les points M’, et M”, sont toutes deux positives ou toutes 
deux négatives; de ce que D’ et D” sont de signes contraires il résulte 
que, lorsque le point M entre dans l'une, le point M” sort de l’autre. La 
somme des coefficients relative à l’ensemble de ces deux points ne 
change donc pas. 

Si A’ et A” sont de signes contraires, les deux régions de R avoisi- 
nant G, et G, vers les points M’, et M”, sont l'une positive, l’autre 

pr 
ANEAT 
et M” entrent en même temps ou sortent en même temps de ces deux 
régions. Dans les deux cas, la somme des coefficients ne change pas. 

Il nous reste à examiner ce qui se passe quand un des congruents 
du point M, M franchit une limite L de la seconde classe. Une pareille 
limite est une multiplicité à trois dimensions. 

Il est facile de définir ce qu'il faut entendre par côté d'une M, dans 
l'espace E,. Une M, est définie par une équation : 


négative ; les rapports étant de même signe, les deux points M’ 


3 (Y45 Yo, Y3s U1) sai 


Deux points seront du même côté ou de côtés différents de cette M,, 
suivant qu'ils donneront à F le même signe ou des signes contraires. 

Pour une limite L de la seconde classe, À change de signe et, par 
conséquent, s’annule. Une pareille limite L est commune à deux 
régions S, l'une positive, l’autre négative. Je dis que ces deux régions 
sont d'un même côté par rapport à L, autrement dit que la partie 
de l’espace E, avoisinant L d'un certain côté est commune aux deux 
régions S. ‘ 

Nous avons déjà dit que le domaine R pouvait être considéré comme 
résultant de la translation de la multiplicité à trois dimensions X 
engendrée par les courbes C,, C,, G;, le long de la courbe C,. L’équa- 
tion À — O exprime que la tangente à la courbe C, se trouve dans le 
plan tangent à E, et d'après des théorèmes de cinématique bien connus 
pour les espaces à deux ou trois dimensions, et qui se généralisent 
sans difficulté à un nombre quelconque de dimensions, la limite L 
n’est autre chose que l'enveloppe de X, résultant de la translation de X. 
Mais les parties de l’enveloppée voisines de l'enveloppe, de part et 


d'autre du point de contact, sont toujours d'un même côté par rapport. 


à l'enveloppe. De là résulte que les deux régions S contiguës suivant L 
sont d’un même côté par rapport à L. : 


## 





ni - 
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De là résulte que, si M’ pénètre dans R en franchissant L, il donne 
lieu au coefficient + 1 comme appartenant à une région positive, et au 
coefficient — 1 comme appartenant à une région négative, La conclu- 
sion est donc la même que celle qui est relative aux limites de la 
première classe. 

Soit, comme précédemment : 


f(x) 


À — à 





— bya + bon? + bia HE bai, 


Nous adopterons pour la courbe C une ligne brisée dont les diverses 


parties sont parallèles aux quatre directions Oy,, O7, Oys, Oy,, à 
savoir l’ensemble des quatre segments représentés par : 


3% + ba?  baañt 
ax + ban? + ba + bai, 


ele 
LE CES CS à TES 

Q 

| 
SÉSASNC 


t variant de zéro à un. Nous désignerons désormais, pour abréger, ces 
quatre segments simplement par ba, b,a?, bia, bui. 

C,, GC, C3, C, seront donc aussi des lignes brisées composées 
chacune de quatre segments rectilignes. On peut figurer schématique- 
ment tous ces segments par le tableau rectangulaire suivant: 


| O2 BR De EDR D 
b, b, 
6) ] 0, OO SE re 
Deby COS 0, Ua 
bib 0 O0, 


où les nombres de la première colonne doivent être multipliés par «, 
les nombres de la seconde par «?, etc., les nombres de la dernière par 
un. Les nombres de la première, seconde, troisième, quatrième lignes 
se rapportent respectivement à C,, C:, C;, G;. 

Nous dirons qu’un segment a la direction af lorsque le multipli- 
cateur qui lui convient est a’. 

IlLest clair que le domaine R engendré par la translation des lignes 
brisées C,, C+, C3, C,, Sera composé de parallélipipèdes à quatre 
dimensions, positifs ou négatifs. Certains de ces parallélipipèdes seront 
même infiniment aplatis et devront être considérés comme ne contenant 
aucun point à leur intérieur. 

La règle des signes des régions, démontrée pour le cas où 
C,, Co», C3, C, sont des courbes, doit être considérée comme applicable 
au cas où elles deviennent des lignes brisées ; en effet, une ligne brisée 
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peut être considérée comme la limite d'une ligne courbe, la courbure 
devenant infinie à certains points et nulle à tous les autres. 


Les parallélipipèdes dont R est composé correspondent évidemment 


aux combinaisons obtenues en prenant dans le tableau (16)'un élément 
dans chaque ligne. Pour que le parallélipipède ne soit pas infiniment 
aplati, il faut de plus que ces quatre éléments soient pris dans quatre 
colonnes différentes. 

La règle des signes montre de suite que, s'il s’agit d'un parallélipi- 
pède partiel à quatre dimensions formé avec des segments pris dans 
les quatre premières colonnes, le signe de ce parallélipipède est préci- 
sément celui du terme correspondant dans le déterminant formé par 
ces quatre colonnes. En effet, les dérivées qui figurent dans le 
tableau (15) se réduisent, dans ce cas, à une dans chaque ligne, les 
autres étant nulles, et chacune des dérivées qui n'est pas nulle a le 
même signe que l'élément correspondant du déterminant. 

Considérons maintenant un parallélipipède à quatre dimensions 
corréspondant à la combinaison formée en prenant un élément dans 
trois des quatre premières colonnes du tableau (16), et un élément 
dans la cinquième, ces quatre éléments n'appartenant pas deux à 
deux aux mêmes lignes. Le déterminant (15) présentera alors, pour 
les trois lignes relatives aux éléments pris dans les quatre premières 
colonnes, une seule dérivée dans chaque ligne. En vertu de la relation : 


1— — 4 — à? — à — af, 


les dérivées qui figurent dans la ligne relative à l'élément de la 
cinquième colonne sont toutes égales entre elles et de signes contraires 
à cet élément. Un pareil déterminant se réduit à un seul monôme. 

Ces règles se résument évidemment et d'une manière tres claire de 
a manière suivante. Soit le déterminant : 


7 b, b, ER b, bs = b, , b += b, 

(47) b, ES bs => ba b, ae bs Da Re D 
Beth PRO One D En 

Des RENE MT Li 


Ce déterminant développé complètement donne une somme de monômes 
qui correspondent aux parallélipipèdes de R non infiniment aplatis. 
Aucun de ces monômes ne contient plus d'un des facteurs qui dans (17) 
sont précédés du signe —, En effet, les termes qui contiennent deux 
de ces facteurs se détruisent deux à deux. Le signe de chacun de 


ces monômes est celui qu'il faut attribuer au parallélipipède corres- 
pondant de R. 
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On peut aussi donner à cette règle la forme suivante. 

Dans le tableau (16) permutons circulairement les colonnes, nous 
aurons en tout cinq-tableaux.. Dans chacun de ces tableaux formons 
un déterminant avec les quatre premières colonnes. Les termes de ces 
déterminants correspondent aux parallélipipèdes de R non infiniment 
aplatis. Le signe de chacun de ces monômes est précisément celui qu'il 
convient d'attribuer à la partie de R correspondante. Enfin, remarquons 
que la somme des volumes des différents parallélipipèdes pris chacun 
f(x) 
L— 0 





» Ou le cinquième de la norme 


LC 


1 —« 


avec son signe reproduit la norme de 


de j'(x). En effet, le déterminant (17) est précisément la norme de 


IV 


Nous passons maintenant à l'application de ces théories aux lois de 


À 


réciprocité en cherchant la valeur de ni Nous suivrons une idée 


f(x) 


ancienne, mais dont la méthode géométrique augmente les avantages. 


Considérons un polyèdre P générateur de F, tel que celui du para- 
graphe Il, ne contenant pas deux points congruents entre eux. Si l’on 
applique à P les substitutions (7) (page 6), nous obtenons tous les 
congruents de P. Nous les répartirons en } classes, suivant que } a 
dans la substitution (7) les valeurs 0, 4,2, ...…. , À —1. Un quelconque 
des polyèdres congruents à P contient le même nombre de points à 
coordonnées entières que lui. À polyèdres pris dans les À classes cons- 
tituent un polyèdre générateur du groupe G et contiennent ensemble 
tous les restes incongruents entre eux, Mod. f(x). Or ces restes sont au 
nombre de : 
Norme f(x) — 1. 


Donc le nombre des points à affixes entières contenus dans un 
polyèdre P est égal à : 


Norme f{a) — 1 
M = — \——. 
À 
Soient : 
(18) P4 P23 sv... Pis s…. ; O7 
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les affixes entières dont les points sont contenus à l’intérieur de P. 
Les produits : 


(19) A0; À09) cs. ; INTRA KT ÀPm; 
ont respectivement pour congruents : 
(20) CNT TE alpha) our ee : MD hr ace ; aMmPhns 


Où : 
Phys Phys ve... , Phais ve... , Pis 


appartiennent à l’ensemble (18) et sont tous différents. En effet, si l’on 
avait : 

Xp = aliens (Mod. f (a)), 

do; = ahiop; [Mod. f (ax)]. 


Fi 
En divisant membres à membres ces deux congruences, on aurait: 


Ha",  [Mod.f(a)l, 
pi 

Or cela est impossible, o;eto; étant supposés incongruents par rapport 
‘au groupe l. pny, £n2 …, 0m, Yeproduisent donc dans un certain ordre 
l'ensemble (18). 

On sait que, si l'on forme alors deux produits congruents, l’un admet- 
tant comme facteurs les nombres (19), l’autre les nombres (20), ce qui 
donne une congruence C, en supprimant les facteurs communs aux 
deux membres de C, on a: 


Norme f(&) — 1 


(21) Ge À Sa Vrai PAU [Mod. f(a)]. 


On en déduit la règle suivante : 

Si l'on compte combien des nombres (19) se trouvent à l’intérieur de 
polyèdres de la première, seconde,..., 1 —1°#%*classe,siB,, Ba; 81, 
sont les résultats de ces supputations, on aura : 


À B, +28, +-..+(1—1)B 
29 — | — an 2 A4. 

Fe Ga)=* 

Géométriquement la règle peut s’'énoncer comme il suit : 

Si l'on multiplie par À les affixes de tous les points du polyèdre 
primitif P, on obtiendra un polyèdre I. Comptons les nombres 
Bi, Bas Bas, Bn-, de points de II ayant des affixes divisibles par À 
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contenus dans des polyèdres congruents à P et respectivement de 
À CE 
classes 1, 2, .…., À — 1, Ga) s’obtiendra par la formule (22). 
(4 


Il est bon de remarquer que IT est le polyèdre générateur d'un groupe 


(23) [Y (a), ah Y{a) + À Ka) f(x)], 


qui est un sous-groupe de F. | 

On est ainsi conduit à rechercher comment le réseau des polyèdres 
_ congruents à P divise l'intérieur de IT. Il est à remarquer que ce mode 
de division est indépendant du nombre complexe (a). Mais il serait 
très difficile de trouver le nombre des points à coordonnées divisibles. 
par À contenus dans les diverses parties de IT, parce que les multipli- 
cités à trois dimensions qui limitent ces parties ont des directions qui 
ne sont pas simples par rapport aux axes des coordonnées. On n'’aper- 


çoit même pas, par l'emploi de ces polyèdres, que le caractère ve) 
5 4 


ne dépend que du reste de f(x) par rapport à certaines puissances de À. 
C’est cependant ce qui est le plus essentiel dans la loi de réciprocité. 
Remplacons le polyèdre P par le polyèdre R du paragraphe IIT. Si 
l’on multiplie par À l’affixe de chacun des points de R, on obtient un 
polyèdre P qui peut être considéré comme engendrant le groupe g ; R 
et P contiendront, en général, des parties négatives. 
La règle relative au calcul de ( _ 
f(x) 


vention suivante; envisageons dans R un nombre o; et soit : 


) s'applique encore sous la con- 


hp; = alien, (Mod. f(x)|. 


)e,; coïncide donc avec un point d’un polyèdre Q de classe X;. Soit & 
l'unité positive ou négative suivant que 0; appartient à une partie posi- 
tive ou négative de R, e’ l'unité positive ou négative suivant que Xe; 
appartient à une partie positive ou négative de Q, À; devra être con- 
sidéré comme appartenant à la classe X, avec le coefficient se’. 

Pour justifier cette règle, classons les nombres entiers contenus dans 
R en espèces de la manière suivante : un nombre sera de première 
espèce lorsqu'il n'aura pas de congruent dans R ; il sera de la seconde 
lorsqu'il aura deux congruents, etc. Lorsqu'un nombre est d’une cer- 
taine éspèce, tous ses congruents sont évidemment de la même espèce. 

Nous allons examiner différents cas : 
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Supposons d'abord que s; appartienne à une région négative de R. 
SOIT : 


Xp; = a"; Ph js Mod. f(a), 


et que pr, soit de la première espèce; a*jpn; sera aussi de première 
espèce dans le polyèdre Q et appartiendra nécessairement à une partie 
positive de ce polyèdre. 

Supposons, pour plus de simplicité, que »; ne soit que de seconde 
espèce, il aura dans R deux congruents 0}, 0;", qui appartiendront à 
des régions positives et l'on aura : 


1 — ln-: 
(Pt 7 œ Pr 


pe. 


Dans R nous aurons à considérer simultanément le système S des 
trois aflixes p;,0;', 0;”, et nous allons examiner les facteurs correspon- 
dants qui doivent intervenir dans les deux membres de la congruence C. 
On a : 

apr; = hp; 
Àpj = arthjon,, 


= 


À0;" —— as Hpn;. 


Nous ferons correspondre au système S, dans les deux membres 
de C, le premier et le second membre de la congruence obtenue en 
multupliant celles-ci membres à membres, qui est après réduction : 


(24) Apj p;" = jh; arts rx; 


La puissance de 4 qui figure dans le second membre de (24) est con- 
forme à la règle : car r + s + x; est bien la somme des trois quan- 
ütés r + k;,s + k;, —k; qui correspondent à b,, p;, p;, d'après la 
règle, 

En supposant maintenant que »; appartienne à une région négative 
de R et soit, comme précédemment, de seconde espèce ; supposons aussi 
que p;, fasse partie d’une région négative et soit aussi de seconde 
espèce ; soient Pn;s Ph; les congruents de cn; ES 


| 


PA; 24 PA 


px"; ed PA j° 





On aura : ° 
lp; = aliens, a Mpn, = Xe, QT Pptp 
+ Z: Due $ SRE Lu FT £ vs ; | S on " 
a jen; = hey, hp; = arti TER ÿr pj = ar TA TS pp, 


PROS W MN — ù NE VAN ER DE S1 2 
as ji = Apj!, Xoÿ = as FA; 7 Ph"; 0; =) as TA) $ Ph"; 
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Ces congruences montrent que 9; coïncide à la fois avec un point d'une 
région négative d'un polyèdre de classe X; et des points appartement 
à des régions positives dans des polyèdres de classes 4; — »',k; — s'. 

On a des conclusions analogues pour d9;', ko”. L'application de la 
règle donne lieu à la somme : 


LT et 9 EE Eee A ne EN re ae 0 EL de et Ce PT 
RSs+h—r+HS+Hk;,—Ss —k;+Lr+s—7r—5$. 


En multipliant membres à membres toutes ces congruences et sim- 
plifiant, on a: 

(25) Àejej"en; = ent jen M rue 

On raisonnerait de même dans les cas plus compliqués. En multi- 
pliant toutes ces congruences, on obtient par la suppression des facteurs 
communs la congruence (22) généralisée. Ceux des facteurs £; qui 
appartiennent à des régions positives de R se trouvent dans le premier 
membre ; ceux qui appartiennent à des régions négatives, dans le 
second. L'inverse a lieu pour les facteurs Pre 

Nous avons maintenant le droit d'appliquer aux polyèdres R et P la 
même méthode qu'à P et à IT. Les homologues de R déterminent dans 
l'intérieur de P une division en polyèdres, dont le nombre sera fini, 
quoique en général considérable. Les faces de ces pelyèdres sont paral- 
lèles à des directions simples, et par suite les nombres de points dont 
les aflixes sont divisibles par À s'expriment par des parties entières de 
fonctions des coefficients de f(x). Les formules conservent la même 
forme tant que les coefficients de f(x) satisfont à certaines inégalités. 


. L'emploi des polyèdres R fait donc apparaitre la loi de réciprocité (1). 


Si nous en restions là, il faudrait se livrer à une discussion, d'ail- 
leurs pratiquement impossible, pour déterminer la manière fort irré- 
gulière et variable dont le polyèdre P est divisé par le réseau des 
polyèdres R; congruents à R. Chaque région à considérer admet en 
effet. comme limites, non seulement les limites des R;, mais encore des 


(1) Les quatre premiers paragraphes de ce mémoire ont été terminés en dé- 
cembre 1896. 
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limites appartenant à P. Nous allons faire voir que l’on peut faire 
disparaitre complètement cette difficulté, et avoir pour régions où l’on 
doit compter les points à coordonnées divisibles par À des polyèdres 
R; non entamés, moyennant, il est vrai, l'adjonction de régions nou- 
velles, suffisamment régulières et où la supputation des points n'offre 
que des difficultés secondaires. 

Le polyèdre P engendre le groupe g 23), sous-groupe de F, et qui 
transforme évidemment tout point dont les coordonnées sont divisibles 
par À en un point jouissant de la même propriété. Désignons par l;, T'; 
les faces du polyèdre P. l; est, comme on sait, conjuguée de T;_;, le 
polyèdre P étant homothétique à R. Imaginons que, dans le réseau de 
R, T, traverse des polyèdres de classes respectives i,, 1, ta, …, etc., 
que nous désignerons par RER, RE. etc -Tipartagerasces 
polyèdres chacun en deux parties: R';, R’;,, R’,, intérieures à P, 
et R’;, R';, R’;, extérieures à P. T;_; traversera des polyèdres con- 
gruents à R;,, R;, R;, …, qui seront de classes à, —<) 6, — 5, 53 —". 
(L'indice d'une classe doit être regardé comme déterminé seulement 
par rapport au module À.) Nous pourrons les représenter par Re 
R;,/7, R:2r,...,etc.Lescongruentes = R%,5,R% 27068 RS EURE NEA 
seront extérieures à P et les congruentes R”;-_;, R”;,-;, R’;,_; 
de R”;, R’;,, R”; seront intérieures à P. Désignons par w la somme 
B, + 928, + … + (À — 1) f1-,, relative, bien entendu, non plus au 
réseau de P, mais à celui de R (22), et désignons le nombre de points à 
coordonnées divisibles par À dans un polyèdre par ce polyèdre entre 
parenthèse. La partie de w afférente aux polyèdres R;,, R;,, R 
Re Rest: 

(26) (Ris) + (Rio) + (Rs) + ee Ua — À) Re 

Ah) Re LD Eee 


Mais, d’après la propriété du groupe g, R';, R°,, R';, .…., con- 
tiennent respectivement autant de points à coordonnées divisibles par 


É39 .…. 


AS Que RM AUEST, AUS ne D'après cette remarque, la somme (26) 
devient : | 
(èy KRS EL OR SM (ê 1) [CR i9 5) “ie (Ra 5)] 


it 
+ (is 5) HR Ris ER) ER) Ra) EL 


(27). (ù — à) (Bugs) a — à (Bar) (és — à) (Ru = à) 2e Pé(R 4) 
= (R':) LS (R':3) an … F 


Le sens de la somme (27) est Le suivant : les polyèdres R;,_;, R;,-;, 
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.….., Sont maintenant pris tout entiers ; les polyèdres R;,, R;,, R;,, …, 
ne figurent plus du tout. Quant à la somme (R°;) + (R’;) + (R’,.) 
+ , elle correspond à la ‘région comprise entre la face l; et les 
limites des polyèdres R; qui subsistent et qui sont contigus aux parties 
enlevées. On opérera ainsi pour les faces l; et l’; en donnant à ? les 
NAEURS 1 2 or = Quant aux polyèdres R;, qui sont traversés 
par une multiplicité commune à deux faces l;, on pourra attribuer 
leurs parties intérieures à P à l’une ou à l’autre de ces faces, et procéder 
toujours de manière à reconstituer des polyèdres entiers. 

Après ces opérations, la somme w sera composée de deux parties, 
l'une w, correspondant à -! polyèdres R; contigus et dont l'ensemble 
constitue un polyèdre È engendrant le groupe g. È présente, de même 
que P, des faces conjuguées, et composées de parties égales et paral- 
lèles que nous désignerons par A;, A5. La seconde partie de w, w, se 
rapporte à des régions comprises entre les faces correspondantes A; et 

À — 1 
? 


di 
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Désignons par A; la région comprise entre A; et F;. A; et l'; ne 
suffisent pas à limiter la région A;. On peut appeler limites latérales 
les autres limites à trois dimensions de A,. Elles se distribuent en 
cycles absolument comme les multiplicités à deux dimensions suivant 
lesquelles se coupent les faces du polyèdre P, auxquelles elles corres- 
pondent d’ailleurs de la manière suivante. Si T; est contiguë à Ty, A 
pourra toujours être considérée comme contiguë à A4. Il y aura une 
multiplicité latérale B;, joignant l'intersection de T; et de l, à celle 
de A;et de À;. 

Ce qui est important, c’est qu'on peut modifier comme on veut les 
limites B;, à condition qu'elles aboutissent toujours aux mêmes inter- 
sections, et que celles d’entre elles qui sont congruentes entre elles 
restent congruentes. 

Supposons que F-; conjuguée de l'; admette comme congruente de 
(TTy), (li-:lx); que T1-+ admette comme congruente de (T).; l;) 
(T;-x l1-;). Les trois multiplicités B;,, Bi, B)_z.1_; formeront 
un cycle, et, le produit des trois substitutions correspondantes devant 


être égal à l'unité, on devra avoir : 


—ik+Rh= 0, Mod. À. 





, À —1 : 
Nous supposons À, k, au plus égaux à —— * Faisons maintenant 





30 SUR LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 


varier la limite B;, de manière à augmenter À; d'une partie Q; À, dimi- 
nuera de Q. Remarquons que, si A;est extérieure à P, À; _; est inté- 
rieure à P, ces deux régions doivent être considérées comme de signes 
contraires, ainsi que les parties qui les avoisinent immédiatement. A;._; 
augmente de Q, A; diminue done de Q, ou plutôt augmente de Q en 
tenant compte du signe. La variation de la somme w, est donc : 


i(Q) —h(Q) + K(Q), 


elle est nulle, Les régions A3_;, Aj-», À3-+4 n'interviennent pas d’ail- 
ne seu .À—1 
leurs, puisque ces trois indices sont supérieurs à 
Les divers polyèdres R;, qui composent X, sont composéseux-mèêmes 
de parallélipipèdes à quatre dimensions dont les arêtes sont parallèles 
aux-directions di sure , ) —,. Les coordonnées des sommets de ces 
parallélipipèdes ne contiennent d'ailleurs, d'après les formules (41), 
qu'une seule quantité fractionnaire : 


dy sk GX 


À 


On peut se borner à déterminer le reste de la somme © par rapport 


\ 


au module ?,car cela suffit pour connaître ( os Le nombre des points 
\ 

à coordonnées divisible par }, pris par rapport au module X, ne varie 

pas si les coordonnées des sommets des parallélipipèdes varient de 

multiples de X?. 

Reste à examiner les régions A;. Parmiles multiplicités latérales appar- 
tenant à un même cycle, on peut toujours en choisir une arbitrairement. 
Dès lors on peut faire en sorte que les multiplicités latérales se com- 
posent uniquement de M;_, linéaires parallèles à À —- 2 des À directions 
1,0, 02, ..., «)_,. [l suffit, par exemple, de faire passer par les multipli- 
cités linéaires M;_, dont se compose une des limites de T,; des multipli- 
cités M; _, toutes parallèles à l’une de ces A directions, de faire de même 
pour A;et de couper par une M;_, parallèle à l’un des plans de coordon- 
nées. Les régions ainsi formées, quoique composées d'éléments un peu 
plus compliqués que des parallélipipèdes, conduisent à la même conclu- 
sion que tout à l'heure. De là le théorème : 

Si pour deux nombres f (x) les coefficients &,, &>, ..…, ax, sont respec- 
livement congrus, Mod. )?, les sommes a, + a; +... + ay-, étant 
congrues, Mod. 2", pour ces deux nombres le caractère f(x) est le même. 








25 appartenant au premier or de contenus dans P« sont les produits de 
pe (a) par des nombres complexes 6; (x), tous incongruents par rapport 
à + EUR FAUSS ; He EE . 


[Z(a), afZ{a) + Xk(a) Fe 


| Soit Sa le nombre des nombres contenus dans R et congrus, Mod. À, 
aux de 2/0; (x) f(x) ;w, est la somme des produits AS; Remarquons, 
us dans ie cas des restes See et Ar les 
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